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Chapitre 1

Algebre de Boole et logique
multivaluée

1.1 Définition usuelle (binaire)

1.1.1 Historique

George Boole (1815-1864), mathématicien autodidacte anglais, a développé
une algebre permettant de manipuler les propositions logiques au moyen d’équa-
tions mathématiques ou les énoncés VRAI et FAUX sont représentés par les
valeurs 1 et 0, tandis que les opérateurs ET et OU deviennent des opérateurs
algébriques de multiplication et d’addition.

L’algebre de Boole est ainsi usuellement définie comme un systéme logique
algébrique fondé & partir de Pensemble {0,1}. En particulier, ces deux valeurs
suffisent a représenter les états des circuits électriques a 2 états (courant passant
et non passant).

1.1.2 Axiomes et postulats

Une algebre de Boole est constituée :

— d’un ensemble FE,

— de deux éléments particuliers de E : 0 et 1 (correspondant respectivement
a FAUX et VRAI),

— de deux opérations binaires sur F : + et - (correspondant respectivement
au OU et ET logiques),

— d’une opération unaire sur E : = (correspondant a la négation logique).

On acceptera les postulats suivant :

1.0-0=0 5. 1+1=1
22.0-1=1-0=0 6. 1+0=0+1=1
3.1-1=1 7.0+0=0
4.0=1 8.1=0



Ces postulats correspondent, a toute fin utile, aux définitions des opérations
logiques sur les éléments 0 et 1 de E. On pourra noter que dans le cas des opéra-
tions binaires - et +, ces postulats correspondent aux résultats de I'arithmétique
usuelle, sauf pour 1 +1 = 1.

De ces postulats découlent les axiomes suivants. Soient a, b, ¢ des éléments
de E :

Commutativité a+b=b+a a-b=b-a

Associativité (a+b)+c=a+(b+c) (a-b)-c=a-(b-c)
Distributivité a-(b+c)=a-b+a-c a+((b-¢c)=(a+b) - (a+c)
FElément neutre a+0=a a-1=a

Complémentation a+a=1 a-a=0

1.2 Extension a la logique multivaluée

Les concepts de la logique peuvent néanmoins s’étendre a des systemes com-
posés de plus de deux valeurs. Ainsi, dans toute notre étude, nous utilisons une
définition plus large de I'algebre de Boole.

Définition. Une algébre de Boole est un sextuple < B,+,-,—,0,1 > ou B est
un ensemble d’éléments contenant 0 et 1, + et - étant des opérateurs binaires
et = un opérateur unaire. L’opérateur - est prioritaire devant + et — prioritaire
devant les deux autres. Le - est souvent sous-entendu. Une algébre de Boole suit
les axiomes suivants :

— Sia€ B, alorsae B

— Sia€ Betbe B, alorsa+be B etabe B

— SiaeBetbe B, alorsa+b=b+a et ab=ba

— Sia€ B,be B, etce B, alors a(b+c) = ab+ac et a+bc = (a+b)(a+c)

— Sia€e B, alorsal=aeta+0=a

— Sia€ B, alorsaa=0eta+a=1

—0#1

1.3 Opérateurs multivalués

Les opérateurs qui nous intéressent le plus, a priori, sont ceux qui permettent
de représenter de maniere efficace le comportement de certains circuits élec-
triques.

. . 2 . . . re
Dans le cas de deux variables, il y a p” fonction binaires p-valuées et p?
fonctions unaires p-valuées : il y a donc un nombre de possibilités considérable
pour le choix des opérateurs algébriques.

Par exemple, on pourrait prendre, en prolongement de la logique binaire
usuelle, les opérateurs suivants (figure 1.1). Les tables de vérité sont un moyen
de représenter ces opérateurs.



-lo 1 2 3
0 1 03(1)(2) 0[{0 0 0 0

Min 0(0 0 110 1 1 1
il Fp ;1531; A T DI

3|0 1 2 3

il +|o 1 2 3

+|0 1 T o olo 1 2 3

Max 0o 1 AR 1|1 1 2 3
il 2|2 2 2 3

2|2 S| SR

_ Sl ®lo 1 2 3

@ |0 1 T 0jo 1 2 3

Meod-sum 0:01 1lla 2 @ 111 2 3 0
110 SC 2|12 3 0 1

2N RSO

elo 1 2 3

e/0 1 o0 L2 0/o 3 2 1

Mod-difference 00 1 o 110 3 2
110 ;;?s 2(2 1 0 3

3|13 21 0

+./0 1 2 3

4+ 10 1 0|0 1 2 3

Truncated sum 00 1 1|1 2 3 3
1)1 1 2|2 3 3 3

G

FIGURE 1.1 — Opérateurs usuels pour p=2,3,4 représentés a ’aide de tables de

vérité

1.4 Représentations et décompositions

1.4.1
1.4.2
1.4.3
1.4.4
1.4.5
1.4.6
1.4.7

Les tables de vérité
Décomposition de Shanon
Somme de produits (SOP)
Produit de sommes (POS)
Reed-Muller-Fourier Transform
Forme Canonique

Forme Polynomiale




Chapitre 2

Eigenlogic : logique
multivaluée

Nous allons nous intéresser a un systéme logique particulier, qui constituera
notre cadre d’étude pour la suite : la Eigenlogic.

2.1 Logique trivaluée

2.1.1 Logique trivaluée {0, 1,2}

On se place dans le cadre de la physique quantique. On suppose que les
états accessibles puissent prendre trois valeurs entiéres, mettons {0,1,2}. On
écrit 'observable du moment cinétique comme :

2 00
L=rI'=h(0 1 0
0 0 0
On va décomposer tous les états sur la base des vecteurs d’espace, calquée
sur les polyndmes interpolateurs de Lagrange (qui sont toujours une base dans
Pespace considéré).
Les vecteurs d’espace seront :
1 1
Hg:if(l“—l) I, =T((2-T) HO:E(F—Q)(F—I)

Et la décomposition de toute fonction F' dans cette base s’écrira :

2
FUV) =Y fi;(UV)ILU) @ IL;(V)

,7=0

1l existe n™ fonctions fi;(U, V). On va s’intéresser aux fonctions Maz et
Min, dont on dresse les tables de vérité :



Max | 2| 1] 0 Min | 2|10
2 21212 2 21110
1 21111 1 111]0
0 2111]0 0 0[01]0

On a les fonctions d’interpolations suivantes :
1
fole) = 5 (&~ 1)(z ~2)
1
filz) = §z(2 —x)
1
fale) = e 1)

On utilise dans les calculs fo + f1 + fo = 1 ainsi que 2f>(x) = x — f1(x).



Le développement donne pour Max :

Maz(U,V) =2 (fo(U) @ fo(V) + fo(U) @ f1(V)
+ fo(U) @ fo(V) + f1(U) ® fo(V) + fo(U) @ f2(V))
+ f1U) @ f1(V)+ f1(U) @ fo(V) + fo(U) @ f1(V)

=2 (fo(U)@L(V)+1(U)® f2(V) = f2(U) ® f2(V))
+1(U) @ fi(V) — f2(U)® f1(V) + fi(U) @ fo(V)

— 9 (%U(U 1+ %V(V Sy EUV(U SV - 1)

FV@E-V) - %U(U SOVE-V)+ %U(2 UV - 1)V —2)

1
:U2—U+V2—V—§UV(UV—U—V+1)+2V—V2

—%UV(2U—2UV+V)+%(QU—UZ)(V2—3V+2)
:UQ—U—H/—%UV(U—1)+%(2—U)(V2—3V+2)
:UQ—U+V+V+%U(—5V+2UV+2V2—UV2—2U+4)
= —U+V—gUV+U2V+V2U—%U2V2+2U

1 5
:U+V+U2V+V2U—§U2V2—§UV

De méme :

Min(U,V) =2 fo(U)f2(V) + f2(U) (V) + f1(U) f2(V) + f1(U) f1(V)
=Ufa(V) = f1(U)2(V)+ fr(U) (V) + fL(U) f1(V) + f2(U) f1(V)
= LUV~ AW + AO)AWY)

- %(UV+UV(U—2)(V—2))

1
= UV(1—2U =2V + UV +4)

5 1
= 5UV + 5(12v2 - UV - VU



2.1.2 Logique trivaluée {—1,0,1}
On prend comme second exemple une logique trivaluée prenant les valeurs

{~1,0,1}.

De la méme maniere, on obtient :

1
Mm@m0:§wﬁuﬂ+U+va%ﬂfUm

1
AMMQV):§@U2fv?+U+v+U%ﬂ+UV)

Comme nous le verrons plus loin, cette logique présente plusieurs avantages :
elle s’approche des deux logiques les plus communément utilisées en binaire
{—1,1} et {0, 1}, qui ne sont en fait que des cas particuliers de cette logique ; de
plus, ses valeurs sont centrées en zéro, assurant ainsi a priori une simplification
des résultats et des propriétés intéressantes de symétrie.

2.1.3 Lien avec la logique binaire

L’étude de systemes trivalués permet dans les deux cas précédents de re-
trouver certains résultats de logique binaire ; de maniere plus générale, I’établis-
sement des fonctions sous forme de polynémes peut étre grandement simplifié
dans cette approche par quelques propriétés vérifiées par les fonctions utilisées.

Retrouvons l'expression du OU et du ET de la logique binaire grace a nos
fonctions.
Dans la logique {0,1}

Pour cette logique, on a la propriété particuliere suivante U2 = U. D’oi1, en
supprimant la valeur {—1} dans l’exemple 2 :

1
Mmaqu§kU%4ﬂ+U+v+U%ﬂ+Um

1
=;U+V-U-V+UV+UV)
= UV
1
Mmam0=§w%uﬂ+U+V—U%ﬂ—Uw

1
= U+ V+U+V UV -UV)
=U+V-UV

Il est aisé de montrer qu’en supprimant la valeur 2 dans I'exemple 1, on
obtient le méme résultat. On retrouve bien les résultats classiques.



Dans la logique {—1,1}

Pour cette logique, on a U? = 1 Dans I'exemple 2, on enléve la valeur {0},
et on obtient :

1
AMMUJUZ§@U2—V?+U+V+U%ﬂ+UV)
1
= 5(-1=14U+V+1+UV)
1
F(C1HU+V+TUV)
1
Mmﬂm0:§w%uﬂ+U+VfU%ﬂfUm
1
= SU+V+1+1-UV -1)

1
= ;U +V+1-UV)

On vérifie la cohérence du résultat avec les tableaux de vérité de ET et OU :

U |V | ET|OU
-1 -1 -1 -1
-1 1 -1 1
1 ]-1] -1 1
111 1 1

On assimilera donc dans la suite la fonction Maxz a l'opération OU et la
fonction Min & 'opération ET.

2.1.4 Somme de polyndmes interpolateurs de Lagrange

On peut remarquer que dans les deux exemples précédents : f_1+ fo+f1 =1
et fo+ f1 + fo = 1. Cette propriété est-elle généralisable ?

Le calcul nous montre que oui :

Soit x1, x9, x3 trois réels distincts.

_ ([@—m)(z —a2) (x — @3)(x — x3) (z —21)(x — x3)
(o + fog o oo ) ) = (3 —x1)(x3 —22) (21 — 22)(T1 — T3) * (z2 — z1)(22 — 73)
P(x)

(z1 = @2) (w1 — 23) (12 — 23)

P(X) = (X = 22)(X — z3)(22 — 23) + (X — 21)(X — 23) (23 — 21) + (X — 22)(X — 1) (21 — 22)
Il est facile de voir que :
P/(X) = 2X(£L’2 — 1'3) — (ZQ + $3)(£L‘2 — £83) + 2X(£L’3 — 1'1) — (fﬂl + SU3)(£L‘3 — £81)

+ 2X(J§1 — .732) — (1’2 + 1‘1)(1‘1 — 332)
=2aX -0



avec:a =29 —23+r3—T1+11—13=0et =23 -2t +ai-2?+2?-23=0
Donc P/(X) =0 et P(X) constant. On I'évalue en X = 2 :

P(a1) = (#1 — 22)(21 — x3) (22 — x3)

D’ou finalement :
(fay + fay + fas)(7) =1

Cette expression permet la simplification des résultats. On pourrait égale-
ment trouver des propriétés certes un peu moins évidentes mais toujours utiles
avec les polynémes d’interpolation de Lagrange d’ordre supérieur pour des cal-
culs & la main. Par exemple en 4 valeurs : (f_1 + fo + f1 + f2)(z) = 1 — 2%

Fort heureusement, des logiciels de calcul formel, tel Mathematica, existent
et vont nous permettre d’obtenir des résultats sans calculs fastidieux...

2.2 Logique multivaluée

2.2.1 Fonctions Min et Max multivaluées : généralisation

On décide d’écrire un script Mathematica qui permet d’obtenir les fonctions
Min(U,V) et Maz(U,V)en ne donnant en entrée que les valeurs propres voulues,
quels que soient leur nombre et leur valeur.

Le code est donné ci-dessous (pour {0,1,2}) :

liste= {0, 1, 2};

fonctions = {};

fonceval = {};

Do
AppendTo [fonceval, {0, 0}],
{k, Length[liste] }]
Do [|
fl=]:=1;
Dol
If[i==7, Continue[]];
£l ] = £[x] * ((Liste[[3]] - x) / (1iste[[3]] - liste[[i]1])),
{3, Length[liste]}];
fonceval[[1]][[1]] = Expand [£[u]];
fonceval [[1]][[2]] = Expand [f[v]];
AppendTo [fonctions, Expand [f[x_]]], {i, 1, Length[liste]}]

Si on veut les afficher, les fonctions d’interpolations sont accessibles dans
"fonctions”.

10



|(#0n wa créer

- un tableau de dimension n?

ibleaumax’ qui d de deux wvaleurs

- un pleau de dimension n?
t qui donne le min de deux valeurs
- une liste de dimension 2

qui stocke les tableaux a évaluer

tableheval = {};
tableaumax = {};
tableammin = {};

Do
lignemax = {};
Do
AppendTo[lignemax, Max[liste[[1]], 1liste[[j]1]1]1].
{3, Length[liste]}];
AppendTo[tableammax, lignemax],
{i, Length[liste]}]
ZppendTo[tablefeval, tableaumax];

Do
lignemin = {};
Dol
AppendTo[lignemin, Min[liste[[1]], 1liste[[3]11]1].
{3, Length[liste]}];
AppendTo[tableaumin, lignemin],
{i, Length[liste]}]
AppendTo[tablefeval, tableaumin];

A noter qu’on pourrait ici insérer n’importe quel tableau, et donc n’importe
laquelle des n™ fonctions de la logique considérée. On a choisi de s’intéres-
ser uniquement a Maz et Min mais le programme permet d’étudier d’autres
options... et donc éventuellement des logiques différentes de I’Eigenlogic !

11



Va créer:
- une liste de dimension 2
sortie' gqui sort les fonctions max et min#
sortie = {};
Do
eval = 0;
Dol
Dol
eval = eval + tableheval [[k]][[1]]1[[1]] # fonceval [[1]][[1]] * fonceval [[5]1]1[[2]1].
{j. Length[tableauwmax]}],
{i, Length[tableaumax]}];
Expand [eval] ;
AppendTo[sortie, Expand[evall],

{k, Length[tableReval] }]
sortie

Les résultats donnés par ce programme pour quelques logiques multivaluées
sont les suivants :

{Debug) Out[Z25}=
‘: 0 v 1 v 2 :'
{Debug) Out[235}=

Suw uf vt

i z 2 Suv . mE v,
m+v- — tu viuv - , —— -—uv-uv ¢ !
- 2 2 b 2 |
{Debug) Out[242]=
u=-v
{Debug) Out[243}=
-1, 0, 1}
{Debug) Out[25T}=
u v v uv v uv¥vt u v v uv ¥  ofvE,
272 2 2 2 2 "2 2 27 2 27 2.

{Debug) Out[280}=

w+wv

Mais tres vite, les fonctions deviennent peu aisément exploitables :

v 2s5uv wwv 7v 113vfvF 23wl av? wivt vf 23ufvt osutv! ow 7o? Wt
12712 T12727 "3 T8 12 124 124 9 36 12 144 128 * 2

W v

v 25uv uv 7v 113wV’ 230’V uv? 23w v? sutet,
K + s

T2 T 12 T2 1es 148 |

(Debug) OupzTE}=

36 9 1z 144 144 9 36

usv
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Voire completement tordues :

81283uf

218359u' 1873 2183 uf 229w’ 8297v 3291089uv 14436682583u’v  43740353u’v  10396973101ufv 498591341 v

Uesso T 1436400 00 T 32473600 11491200 34473600 34473 600 ) 77800 6636168000 541728 000 53029322000 53089342 000
105650115 v 418069 v 12496622583 u v 1328989765497 vF 12775123663 w V¢ 284572072 331wt vF 393122473 u° v¢ 634245074 ¥*
600 | 1966272000 1436400 6636168000 79 634016000 955608192000 | 1911216382000 173746924000 382243276800

03 ufv? 1611716694 v

49740353 u v 12775123663 w7 v 503160179w W 793

9w 10396973101 uv*

955608192 000 60673536000 | 7644865536000 1528973107200 2548
7934825309 w’ v' 204585043301 u' v 113371165090’ v 444735163 uS V' 228
T 15289731072000  15289731072000 | 2184247296000 152 2000 11491200 53089344000 25 48
2 4183 v¢  10565011uv® 393 3w v 40796358 u’ v 444735163 u' v
T 173746942000 254 12000 ~ 2184247296000 15

2000 T 132397555200 34473600
vt 1979v'  4esse134luvt 208

1911216384000
11337116599 u' v°
15289731 072000

3159131 uf ¢ 977ut v 167603 3481033 v/ 2567933" v
1019315408 31072000 | 198567936000  15285731072000 15288731072 000"
253 s1283 5 7 sv 329108suv  14496652583u’v  49740353u’v  10396373101u'v  498591341uf v

8550 1436400 2
105650115 v 418069 v
289600 1966272000 1436400 6636168 000 79 634016000 955608 192000 1911216384 000 s
825303 uf vP 1611716694 v 40796359 uf v ss111

200 32473600

- 393122473 v ¥*
“ 173746922000
2359 10396973101 uv*

600~ 53029342000

12496622583 uv 132898976549 uF v*

49740353 u v 12775123663 w7 v 503160179w W 793

00 541728 000 555608192 000 60673536000 | 7644865536000 1528973107200 2548282512000 138997555200

2331w ' 7934825309 u'v' 204585043301 uf vt 1133711659957 v' 444735163 uf v* 7w vt 1979v° 498591341 uvd 4587 0* V' 161171669 u* v°
1911216384000 7644865536000 | 15289731072000  15289731072000 2184247296000 15289731072000 11491200 53089324000 25482885120 1528973107200
11337116599 u' v° 541708 v® 1725276310V 1676030 v 4183 v¢  10565011uv® 3931224737 v© 40796359 u’ v 444735163 uf v¢ 172527631 u v©
18289731 072000 112000~ 15289731072000 108567936000 34473600 3530280600 173746044000 254 T 2184247296000 ~ 15289731072 000
3159131 uf v¢ 34810330 v¢ 418069 uv’ 6342450 7uty 167603 421033 4 v 7934’ ¥

1019315404800 15288731072000 34473600 1966272000 38 31072000 198567936000 15289731072000 15285731072 000

On a donc acces aux fonctions souhaitées. Les formes développées offrent
I'avantage d’expliciter les symétries et de pouvoir vérifier simplement la com-
patibilité du résultat avec les modeles simplifiés connus (vérifier qu’on peut
retrouver les résultats de logique binaire par exemple).

2.2.2 Un résultat intéressant

On s’intéresse ici a la somme des fonctions Min et Max.

Le tableau correspondant a cette fonction est symétrique. On note que ce
n’est pas une table de vérité car les valeurs prises par la fonction ne sont pas
nécessairement contenues dans ’ensemble des valeurs propres.

U/V

N[O O

W[ DN | —
=N N

N =[O

La symétrie de ce tableau entraine un résultat bien particulier. On écrit un
script pour en faire la somme :

# On étudie une proj

sortie?2 = 0;
Do[
Do[
Do
sortie? += tableReval [[k]][[1]1]1[[]]] *#fonceval [[1]][[1]] *fonceval[[i]]1[[2]].
{j. Length[tableammax]}],
{i, Length[tableaumax]}],
{lk, Length[tableReval]}]
Expand [sortie?]
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En effectuant la somme de Min et Max grace a ce programme, on obtient :

Ce résultat est général (méme si nous lavons seulement testé empirique-
ment). Il est d’ailleurs trés intuitif : la somme du minimum et du maximum de
deux nombres est la somme de ces deux nombres. On peut ainsi se simplifier
la tdche dans le calcul de Min et Maxz en observant qu’obtenir une des deux
fonctions revient a obtenir 'autre par décalage de U + V.

2.2.3 Peut-on se ramener d’une dimension n a une dimen-
sion m<n?

Le cas {-1,0,1}

On essaye de se ramener aux expressions de Min et Mazx dans la logique
{—1,0,1} a partir de celles déterminées dans la logique {—1,0,1,2} :

Min :
2u w w 2v Suvw v vlv v uvt v v*v v ouvt ufet
L3 2 ) 3 & 4 4 2 4 2 4 & 4 4
Max
Loz 3 i z 3 z z z 2 3z 3 A z 3
u v uw v Suv uv uvv v - w¥v? uwtv v ouvw u® v
3 2 & 3 & 4 4 2 4 2 4 & 4 4

La relation vérifiée dans la logique {—1,0, 1} est :

zz—1)(z+1)=0 soit z®=uzx

14
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On remplace dans les expressions de Min et Max déterminées par Mathematica :

Debug) In[24]:=
2u w? w3 2v Suv wv uwixv v uv? uwlv? o3v? v3 uvi ulsv3
MAX [n3 , v3 ] 1= — + — - — + - - + + - - + - + + -
3 2 6 3 [ 4 4 2 4 2 4 [ 4 4
u v w3 v Suv vv wiv v: uv? wv'v? w3v? vi uvi uwlvi u3v3
MIN[u3 , w3 ] iz —-—+—+ —+ + - - + + - + - - +
3 2 [ 3 6 4 4 2 4 2 4 [ 4 4 6

relation = Expand [u+ (u-1) % (u+1)]
resMAY = FMAX [Expand [u], Expand [v]]
resMIN = fMIN[Expand [u] , Bxpand [v]]

v uv v uv
2 2 2 2
Debug) Out[28]
u u v ouv vs u v
Z 2 2 Z Z 2

On obtient bien les expressions attendues.

Geénéralisation

On peut en fait toujours se ramener d’une dimension a n’importe quelle
autre, avec une méthodologie tres simple :

— Soit {x1,x2,...,xz,} les n valeurs propres de la logique considérée. On a
les fonctions Min et Max pour cette logique. On souhaite obtenir ces
fonctions pour une logique ramenée & m de ces n valeurs : {y1,¥y2, ..., Ym }

— On écrit le polynéme minimal annulateur de ces valeurs :

m

Py, 2, - ym FX) = [T (X = )
k=1

Py, ys.....yn st unitaire de degré m.

— Py, yo,....ym (Ym) = 0 (annulateur pour toutes les valeurs considérées). Ce
polynéme nous donne donc une expression de X" en fonction des valeurs
des X* k& < m.

— On remplace dans Min jogiquen (U, V) et Maz 1ogiquen (U, V) les U* et V¥
de degré trop élevé jusqu'a obtenir une fonction dont les arguments ne
sont pas élevés a une puissance supérieure a m.

— On a alors les fonctions souhaitées, dans la nouvelle logique.

L’efficacité de cette méthodologie peut étre montrée aisément par récurrence sur
le nombre de valeurs propres.
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Chapitre 3

Applications

Cela fait pres de 50 ans que la logique multivaluée est un domaine de re-
cherche qui intéresse les mathématiciens et les ingénieurs en circuits électro-
niques et informatiques. Plus récemment, la logique p-valuée s’est révélée cru-
ciale dans 1’étude des "ordinateurs quantiques'. Afin de conforter I'intérét des
travaux formels sur la logique, nous avons reconstruit plusieurs applications qui
illustrent 'apport du multivaleur aux connaissances actuelles.

3.1 Circuits électroniques

Dans le cadre des circuits électroniques, la logique multivaluée ne sert pas
seulement a représenter des systeémes possédant plus de deux états logiques : en
réalité, les méthodes de conception basées sur la logique multivaluée permettent
également de réaliser un circuit final a I'aide de composants binaires CMOS
(complementary metal ozide semiconductor). L’intérét réside dans le fait que
ces méthodes permettent d’obtenir de meilleures caractéristiques.

3.1.1 VHDL

La language VADL (VHSIC Hardware Description Language) est un des plus
utilisé pour la description des circuits électroniques (caractéristiques, simulation,
synthese, validation...). Il a été établi par 'IEEE (Institute of electrical and
Electronics Enfineers) en 1987. Le langage possédait alors un type de données
pour la représentation a l’aide de 0, 1. Une des difficultés majeure que posait ce
langage pour la simulation des circuits était I'existence d’états supplémentaires
tels que "non-initialisé" ou bien "haute-impédance" qui n’étaient pas facilement
représentables par 'outil. En 1993, une nouvelle norme adoptait 9 valeurs pour
la logique multivaluée (voir figure 4.1).

3.1.2 Additionneur sans retenue

L’additionneur est un des éléments fondamentaux en électronique. On peut,
avec la logique multivaluée, essayer d’améliorer les performances de celui-ci en
supprimant les délais parfois aléatoires causés par la propagation de la retenue,
et ainsi se limiter & des cofits de calculs fizes et définis.
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SYMBOL MEANING

[8) Unintialized Initial default value for literal
X Forcing Unknown Forced unresolved logic value
0 Forcing 0 Forced logic value 0

1 Forcing 1 Forced logic value 1

Z High Impedance Logic value of open circuit
w Weak Unknown Weak unresolved logic value
L Weak 0 Weak logic value 0

H Weak 1 Weak logic value 1

- Don't Care Used for synthesis

FIGURE 3.1 — Les différents états de la norme VHDL IEEE 1164

Par exemple, en utilisant le systéme 1,0, 1, et une notation de longueur 2,
on obtient un systéeme dit redondant, ou la valeur +1 peut étre représentée de
deux fagons différentes. En effet :

+1=(0)x2' 4+ (1) x 2= (1) x 2! + (=1) x 2°

Cette redondance peut étre utilisée afin de se passer de la retenue. En ef-
fet, il suffit de remarquer qu’une retenue est non nulle lorsque 1 apparait a la
méme position dans les deux membres de 1’addition, ou bien si le 1 répond a
cette condition. Ainsi, de notre point de vue, en considérant qu’il s’agit d’une
représentation de plusieurs valeurs logiques, cet exemple illustre 1'utilisation de
la logique multivaluée.

3.1.3 Mémoires

Une autre application réelle de la logique multivaluée est la mémoire flash
(non-volatile) : Intel réalise un modeéle de mémoire ot chaque cellule mémoire
est construite sur un transistor a grille flottante dont celle-ci peut étre chargée
sur plusieurs niveaux. On obtient la possibilité de stocker deux bits par cellule.
Du point de vue de la logique, c’est une logique a quatre états : "11" correspond
a I’état neutre, tandis que "01", "10", et "00" correspondent & différentes tensions.

3.2 Ordinateurs quantiques

On ne peut pas simplement dire qu’un ordinateur quantique est un ordina-
teur qui repose sur les lois de la mécanique quantique, puisque tout phénomene
physique est gouverné par les lois de la physique quantique. La ou 'ordinateur
quantique se distingue, c’est dans ses rapports a l'information logique, stockée
sous forme de bits dans un ordinateur classique.

17



3.2.1 Notations et postulats

Nous utiliserons dans la suite, sans les rappeler, les notations usuelles de la
physique quantique et de ’algebre linéaire (notations "brakets", dirac...).

3.2.2 Bits quantiques

Dans l'informatique "classique", I'information est stockée sous formes de bits
a deux états. On représente ces deux états par |0) et |1). Une paire de bits peut
ainsi prendre les valeurs suivantes

|01),]10),]00) , |11)

qui n’est d’autre qu’une notation équivalente a

0} 1), [1)10),10) [0, [1) [1)

On peut également les décomposer dans I’espace vectoriel & deux dimensions :

Un bit quantique, en revanche, n’est pas limité a deux états. Un état [¢)
associé peut s’assimiler a n’importe quel vecteur bidimensionnel de ’espace en-
gendré par |0) et |1). On note :

[4) = g |0) + an 1) = <a>

aq

oll o et ay sont deux nombres complexes tels que ||| + ||| = 1.

Cet état est une superposition des états |0) et |1) d’amplitudes o et ay.
Si l'on a deux bits quantiques, I'un dans Iétat ) = g |0) + a1 |1) et Pautre
|@) = Bo]0) + B1 |1) alors Pétat ¥ de la paire est donné par

apBo
v=lp)@ls) = [ 03

a1 8y

3.2.3 Les opérations en quantique

Nous allons voir comment effectuer des opérations sur les bits. En particulier,
les ordinateurs quantiques effectuent des opérations réversibles, en transformant
un bit quantique d’un état vers un autre a travers des opérations qui peuvent
étre inversées. La mesure de la valeur d’un bit quantique est une action irré-
versible : cette difficulté d’acces a l'information stockée dans le bit n’est pas
présente en informatique classique mais joue un role fondamental dans I'infor-
matique quantique.

Pour comprendre les opérations, on regarde souvent l’action sur les bits clas-

siques. Les actions réversibles sur n bits classiques sont les permutations des 2™
états. On peut étendre des opérations sur les bits quantiques, ce qui correspond
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v> —u uly

FIGURE 3.2 — Diagramme d’un circuit représentant ’action sur un bit quantique.
L’état initial est |¢), la ligne représente [’histoire de I'état, qui passe & u |¢))

a permuter les amplitudes. Une grande partie des opérateurs sur les bits quan-
tiques peut étre définie de cette facon. En particulier, les transformations NOT,
SWAP, qu’on définit sur les bits classiques, peuvent s’appliquer aux superposi-
tions d’états ) o, |),,.

3.2.4 Exemple du SWAP

Un opérateur non trivial réversible unitaire est le NOT, représenté par le
symbole X :
X :|x) = |%)

Sa représentation matricielle est :
1
()
On introduit le projecteur sur I’état |1), noté n :
nlz) =z|z),r =00ul
On définit aussi 'opérateur complémentaire :
n=1-—1n)

Leurs représentations matricielles sont :

@) =Y

Maintenant, on peut par exemple définir un opérateur intéressant, et présent
en quantique, opérateur SWAP, S;;, qui "classiquement" regarde si les états de
i et j sont différents et les inverse le cas échéant.

Sl‘j =n;n; + ﬁj’FLj + (XzXJ)(TLZﬁJ + ﬁmj)
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But Science depended on Matihewotics,
which was a 7olal wiess, plagued by vaproven
assumptions and circular definitions. To
repeir if, a powerful Logic was veeded..

P To undlerstond wiy predicoment,
remember That wy profound, undering
ain had never changed: fo acauire
cerfain knowledge about +he world..

w Kinowledge. <G wBut there
which could only wasn't cne!
cowe Frow And so we
came 1o an

Science.

By viow, 'd come To realize +hat Mathewatics
resembled the Cosmos of Indion Myth - its apparent
solidity really cdependled on the reptilion whims of
i4s carrier. Mathamatics vested..
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